MPSI 15 mars 2025

DS de mathématiques n°8
Polynomes, Fractions rationnelles, Equivalents, DL
— Corrigé

Noté sur 120 pts £5 pts pour le soin et la clarté,
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20,/90.

/17 Exercice 1 : calcul de DES

Décomposer en éléments simples les fractions rationnelles suivantes dans le corps

indiqué :
X3 -1 4X
F= SIS dans R(X) G = m dans C(X), puis dans R(X)

/6,5

Fraction F'.  La fraction rationnelle F' n’est pas de degré strictement négatif,
on calcule sa partie entiére (qui est donc non nulle) :

X —1=1x(X*+1)-2

si bien que

2
F=1———
X341
2
Calculons la DES de la fraction FCEE Comme —1 est racine évidente de X341,

on a:

X+1=(X+1)X*-X+1)
Ainsi, la forme de la DES est

2
X+D(X?—X+1) X

N bX + ¢
1 X2-X+1

Wl 4|8

2
avec a, b, c € R. On trouve aprés calculs a = =, b = —3 et ¢ = 3 Ainsi :

—3X +3

2
F=1-—-2——
X+1 X2—-X+1
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/6,5
Fraction G dans C(X). Tout d’abord, X? + 1 = (X +4)(X — ) et donc la
DES de G dans C(X) est de la forme :
4X a b c d
G(X) = -~ = - y
X =X X T T x—i T
avec a, b, ¢, d € C. On trouve apres caleuls (a, b, ¢, d) = (0,4,0, —1), si bien que la
DES de G dans C(X) est :
1 —1
G =
X107 (X iy
/4

Fraction G dans R(X). La forme de la DES de G dans R(X) est la suivante :

_aX+b cX +d

G =%t (X2 +1)?

avec a,b,c,d € R. On remarque que a = b = d = 0 et ¢ = 4 conviennent. Ainsi,
la forme de la DES de G dans R(X) est :

4X

=y

/36,5 Exercice 2 : Analyse asymptotique

Les quatre questions de cet exercice sont indépendantes.
(1+43z)5 —1 —sinz

1—-cosz
On cherche un équivalent du numérateur et du dénominateur. Tout d’abord,

/7 1) Déterminer lim
z—0

x? 5 x? 5
1cosx—1<12+mgo(x ))_2+ o (z%)

z—0
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/2,5

2

xr .
et donc 1 — cosx ~ —. Ensuite :
z—0 2

1 1 1
(1+3:L')3—1—sin:r—1+3(3x)+<—1>

3
—2®+ o (2%
z—0

Ainsi, on en déduit que le numérateur est équivalent en 0 & —z?. Par quotient

(1+32)F — 1 —sinz —z?

— = —2
1—cosx e0 L2

On trouve ainsi que

(1+3z)5 — 1 —sinz

lim =

z—0 1 —cosx

2) a) Donner le DL7(0) de la fonction arctangente.

Comme

1 _ 2 4 6 6

on obtient par intégration :

I3 5 7

x T
arctanx — arctan0 = arctanz = |z — — + — — — + 0 (T7)
3 5 7 a—0

(Comme il s’agit d’une formule usuelle, on pouvait aussi la donner directe-
ment)

b) Justifier que la fonction tangente admet un DL7(0) et donner une forme
de ce DL qui fait apparaitre seulement 4 coeflicients inconnus (en justifiant
pourquoi).

) T N
La fonction tangente est de classe € sur |——, 1 donc en particulier elle

admet un DL7(0) par la formule de Taylor-Young. De plus, comme cette
fonction est impaire, tous les termes d’ordre pair sont nuls. Ainsi la forme
de ce DL est :

tanz = |ax + ba® + ca® + dz’ + 00(x7)
T—
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/7

/4

avec a,b,c,d € R.

¢) En utilisant les questions précédentes et le fait que tan(arctan x) = x, déter-
miner le DL7(0) de la fonction tangente.

Soit z € R. Par composition de DL, on a

3 5 a_ b 7 7
_aa,+<——+b) —l—(g—b—i—c)x +(—7+3—3c+d>x +£00(9c)
Or, tan(arctanz) = x =z + 00(x7)7 si bien que
z—
= art (<24 0) et (2 b e) ot (24 Ly Th 4o (@
x—Q—ng(x)—am—O—( 3+b)x +(5 b+c x—i—( 7+3+5b 3c+d x—i—wgo(at)
Par unicité du DL7(0), on en conclut que
a=1 a=1
a
—24b=0 b=1/3
ad 2
F—b+6—0 C:b—a/5:T5
5
a 14 5 ) 14 a 17
_A 2 _ d=2c— —p4+2 =
AR 3715 7T a0

Ainsi,

15 2 4 7 7
tanx = ZIJ+§JJ +1—5x"+315x +Tgo(.7:)

d) En deduire tan®(0) pour tout k € [1,7].
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D’aprés la formule de Taylor-Young, dans le DL de la fonction tangente,
le coefficient d’ordre k& du DL vaut o tall(k)(()). Or, par la question précé-

dente, ces coefficients sont connus pour k allant de 1 a 7. Par conséquent

1 , .
e Pour k € [1,7] pair, on a Etan“‘)(O) =0, donc tan®(0) =[0].
e Pour k=1, on a tan’(0) = [1].
1 . 1 .
e Pour k=3, on a gtan(“)(()) =3 done tan®(0) =[2].

1 - 2 -
e Pour k=5, on a — tan® (0) = IR done tan®(0) =[16].

5!
1 17
e Pour k=17,0na o tan<7>(0) =315 donc ta11(7)(()) =

-J

3) Déterminer le DLj(0) de (shz — sinz)? (tanz — tha)®.

On remarque que

Y

K 3
24 0@ =21+ o (@

x—0 z—0

shx —sinx =

)

o 8,

et de plus

-+
=
g
Il
Il

Il
7N
8
+
o &,
+
Io
C)A
8
w
S~—
~__
N
—
|
2| 1,
+
1o
o/\
&
N4
~__

3 3
B 3
-7 2 + 6 a:go(x )
3
e 3
v 3 + a:go(r )

si bien que

3 l&
tanx —the =2+ — — (:L'—) + o (2%
3 70
_ 2 953)
3 =0
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/6

Ainsi, en combinant les DL précédemment calculés :

3 2 3 3
ha — sin2)? (tanz — tha)? — (& EAN 3
(shx — sinx)” (tanx — thz)” = <3 +m30(1 )> ( +mgo(1 )>

3
6 9
(= 26 (3 49
o <9 +1(—)>0(l )> <27 +19>0<‘L )>
8 s 15
= —71" 0
243I +:1:—)0(I )
Ceci n’est un DL qu’a l'ordre 15, mais on remarque que l'expression (shax —
sin x)2 (tanz — thx)3 est impaire en z, d’ott le terme d’ordre 16 est nul. En

définitive,

. : 8 - X
(shz — sinz)? (tan z — the)® = | =2 + o (2')

4) Déterminer un équivalent de zIn(z + 1) — (z + 1) Inz en +o0o0. En déduire un
développement asymptotique a 3 termes de cette expression en +oc0.

eln(e+1) = (¢ + )z = ¢l (;L (1+i)> (4 Do

1
=zxln <1+) —Inz
T

1 1 1
Or, xln <1 + ) ~ x x — =1, si bien que xIn (1 + ) = o (lnx).

T—+00 X T—+00

zln(z+1)—(z+1)Inx T:;x

On cherche ensuite un DA & 3 termes de I'expression voulue en cherchant un
DA a deux termes de :

Ainsi,

1
zln(z+1)—(x+ 1) lnz+Inz=zln <1—|—)
x
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Finalement, le DA & 3 termes voulu est :

1 1
zln(z+1)—(z+1)lnex=|-lnz+1——+ o (>

20 w—too \ T

/24,5 Exercice-Probléme 3 : Polynomes de Legendre
Pour tout n € N, on note :

L

_ 2 _ 1\n _
U,=(X"-1) et L,= 51 Un

Enfin, on notera a, le coefficient dominant de L,,.

1
/1 1) a) Déterminer Ly, Ly et vérifier que Ly = 5(3X2 —1).

1
0U0:1donCL0:2U—O!1:
‘ 1
e U =X?>—1etU =2X donc L, = Ti(2X) =
o Uy = (X?>—1) et Uy =2(X? - 1)2X = 4X(X? —1). Enfin,
Uy =12X* -4

donc

1 1
Ly=-—(12X?—4) = |- (3X%* -1
2= 135 =30 )

b) Soit n € N. Montrer que L,, est de degré n, et déterminer le coeflicient a,,.
/6
On a
deg U, = ndeg(X* —1) =2n

et donc, comme n < 2n, on a deg U,ﬁ[” = 2n —n = n. Ainsi, (comme

L),

2nn)

deg L,, = deg U,S”) =
Le terme dominant de U, vaut X", celui de U™ vaut donc
2n)!

@2n)2n—1)---(n+1)X" = TX
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Ainsi le coefficient dominant de L,, est

1 (2n)! (2n)!

2nnl ” nl 2n(n!)?

/1,5 ¢) Soit n € N*. Déterminer les racines de U, et préciser leurs multiplicités.
On remarque que U, = (X — 1)"(X + 1)", et donc (comme il s’agit de
sa décomposition en produit de polynomes irréductibles) les racines de U,
sont 1 et —1, de multiplicité n chacune.

2) Soit n € N*. On consideére la fonction f : R — R définie par : Vx € R f(x) =
(z% —1)".

a) Justifier que f est de classe €, et montrer qu'il existe ¢ €] — 1, 1] tel que
/1,5 f'(c) =0.

f est de classe € en tant que fonction polynomiale. De plus, on remarque
que f(1) = 0 = f(—1). D’aprés le théoreme de Rolle, il existe donc
c €] —1,1] tel que f'(c) = 0.

b) En déduire qu'il existe a; € R tel que :
U =X - 1)" (X +1D)"HX ~0)
/2,5
Le polynome U, est de degré 2n > 1, donc le degré de U est 2n — 1. De

plus, par les deux questions précédentes :

e Comme 1 et —1 sont racines de U,, de multiplicité n > 1, ce sont des
racines de U, de multiplicité n — 1.

e ¢ est racine de U}, de multiplicité au moins 1.
On a donc trouvé un total de (n—1)+(n—1)+1 = 2n—1 racines comptées
avec multiplicité de U;. Comme deg U, = 2n — 1, on peut factoriser U),.
En posant ay le coefficient dominant de U/, on a donc :

n?

Uy =|oa(X - )" H(X +1)" (X o)
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3) Dans cette question seulement, on suppose n > 2. Soit k € [1,n —1]. On
suppose qu'il existe ay € R et des réels ¢; < ... < ¢, dans | — 1, 1] tels que :

UP = ap(X —1)" M X +1)"F(X —¢)- - (X — )

n

On note de plus ¢g = —1 et ¢ = 1. Justifier qu’il existe des réels d; < ... <
dp+1 dans | — 1, 1] tels que

U = g (X = )" X + 1)K —dy) - (X = )

Soit fi la fonction polyndmiale associée a U,Sk>. On remarque que f; s’annule

en ¢, 1, -, Cg1. De plus, fi. est de classe €™ sur [—1, 1]. Par le théoreme de
Rolle sur chacun des segments [co, 1], - -+, [cg, cp1], on en déduit qu’il existe
des réels dy €]cy, c1], -+ -, dpr1 €]ck, et tels que
fild) = ... = fi(dps1) =0
c’est-a-dire
U,(Lls7+l)(d1) - = U,(,,k?+l)(dk+1) -0
En particulier, dy,--- ,dj.q sont racines de U,(l]"+1> de multiplicités au moins

1 et par ailleurs par récurrence immédiate, 1 et —1 sont racines de U,(Lk“) de
multiplicités n— (k+1). On a donc trouvé un total de 2n—2(k+1)+(k+1) =
2n — (k + 1) racines comptées avec multiplicité. Comme UF*V est de degré
2n — (k + 1), on a trouvé toutes ses racines. En posant ajyq son coefficient
dominant, on obtient :

U7Sk+l) — ‘ak+1(X o 1)717]\“71()( + 1)727}671(}( o dl) L (X o dk+1)‘

Enfin, on a d; < ¢; < dy donc dy < dy. Sur le méme principe, on montre que
di <dy < ... <dk+1‘

4) En déduire que L,, est scindé a racines simples, toutes dans | — 1, 1][.

Montrons par récurrence sur k que pour tout k € [1,n], il existe a,, € R et un
ensemble A;, C] — 1, 1[ possédant k éléments tels que

U(k> _ Oék(X o 1)r1—k(X + l)w,—k H (X — T)

n
reAy

Pour k = 1, la question 2) suffit & déterminer I'assertion avec A; = {c}.
Pour tout k € [[1,n — 1], on suppose la propriété vraie au rang k, ot on note
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€1, ¢ les éléments de A Montrons la propriété au rang k + 1. Par la
question 3), on peut poser A1 = {dy, -+ ,dg1} et obtenir le résultat voulu.
Finalement la propriété est vérifice pour tout k € [1,n].

En particulier, avec k = n, on en déduit qu’il existe o, € R et des réels
71,y distinets (car A, posséde n éléments) tels que

U™ = ap(X —r)-- (X —1,)

n

Dans ce cas,

1 @
— (n) _ 2 .
L, = 2”n!U" = 2,%!()( —r) (X =)
et comme 7y, --- , 7, sont distincts, L, est bien scindé a racines simples.

/25 Exercice 4 : Un calcul de DES par un calcul de DL

On souhaite calculer la décomposition en éléments simples sur C de la fraction suiv-

ante F' :
1

P =Ga
On remarque que 1 est un pole de F'.
/3 1) Factoriser (X?* — 1)3 dans C[X] puis dans R[X]. On posera j = es
On sait que
X3 1=(X-1)(X*+X+1)
Or, le discriminant de X?4 X +1 est —3 et donc ses deux racines sont —%:I:i\/g,

c'est-a-dire j et j. Ainsi, la décomposition de X* — 1 dans C(X) est :

(X! = 1) = (X = DX =¥ =)
3

(X - 1DX(X - X - )

Quant a celle dans R(X), elle vaut :

(XP—1)° =[(X - 1P(X2+ X +1)°

Dans la suite, on pose @ le polynome réel tel que (X? —1)* = (X — 1)*Q.
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2) Déterminer le DL & I'ordre 2 au point 1 de la fonction g : © — (avec z € R).

1
Q(x)
Soit # € R. On sait a vu que Q(z) = (2 + z + 1)*.
x =14 h et on cherche le DLy(0) de h —

On pose h le réel tel que

QUL+h)
1 1
Ql+h) (I+h)2+(1+h)+1
1
T34 3h+h2

L
35 \1+n+ %
2

On pose H = h + ? On a bien H ﬁ 0 donc par composée :
h—

1

1 .
ngx(l—H+H2+0(Hz))
1 h? h
== 1— 2
3><< <h+3) <l+3> +0(h)>
A 17h7ﬁ3+ﬁ+(ﬂ)
~3 3 ’
2
—;x(1h+2§+0(h2))
Alinsi,
_ (LK /+—+
Q1+h  \3 '
1
27@—3h+wﬂ+2h) o(h?)
1

5
_ L L e e
o7 o/t gt el

D’ou, comme h =2 — 1,

g@)zg?_%@_l) ;@FJV+JL«x_Dﬂ
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3) En déduire I'équation de la tangente en 1 a la courbe de ¢ ainsi que leurs positions
relatives.

/2,5
D’aprés le DL obtenu a la question précédente, g admet comme tangente en 1

1 1 )
la droite d’équation y(x) = T §(T— 1), et comme g(z) —y(z ) ~ —(z—1)*

127
et que ce terme est positif, on en déduit que la courbe de g se bltue au-dessus

de sa tangente au voisinage de 1.

4) Pour tout réel x € R\ {1}, donner la forme de la DES de F(z) sur C, sans

/1,5 déterminer les coefficients.

La forme obtenue est la suivante :

a n b n c d . e n f . g N h n k
(x—1)2 " (z—1)3 (z—7)° j J? (=7

77 @op
avec a,b,c,d, e, f,g,h,k € C.

5) En utilisant la question 2), calculer les coefficients des fractions dont 1 est le pole.
/6,5

On remarque que

1

(z)

_“@1V+b@1)+0*@1fx(xij+(mjnz+ f _, ¢ +'Hh. +
=a(z — 1P +b(z— 1) +ect o ((@—1)°)

(x = 1)*F(a) =

O

1
=
1 271
Par unicité du DLy(1) de ——, on en déduit que § b = —=
Q() 9
a=—
27
Ainsi, la partie (dite polaire) de la DES de F' associée au pole 1 est :
5 _1 €L
27 9 27
R R P SR g}
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6) En utilisant le fait que F(jX) = F(52°X) = F(X), déterminer les autres coeffi-

/6,5 cients. On précisera 'argument utilisé.

larque que, puisque — = j>
J

On suppose que P admet k racines distinctes dans C. On peut donc le décom-
poser sous la forme suivante :

a b c d e h k
g S+ — S A A — . . . -
JX-1 (HX-1 (X —-192 jX—-j5 (X-—-19) (X =73 JjX -7 (X -2 (JX —F? avec A € C*, oy, -,y € C distincts et mq,--- ,my, € N*. En particulier,
a/j b/j* c d/j e/5? f a/j h/j* k a; est racine de P de multiplicité m;, donc c’est aussi une racine de P’ de
“ X _ P2TX -2 (X =23 + X -1 + (X —1)? + (X —1)3 + X—j + (X —j)? + (X —j2)3 multiplicité m; — 1 (avec la convention qu’une racine de multiplicité 0 n’est de
facto pas une racine). Ainsi, il existe un polynome @ tel que :
X) = F(jX). Par unicit¢ de la DES de F, on en déduit que les co-
s de la partie polaire associée au pole 1 sont identiques dans les deux , k S
yositions. Ainsi : Pr=pQ H(X — )™
i=1
d/‘g: 5/21 d= 5j/227 avec u € C* et @ un polynome unitaire tel que Q(ay), -, Q(ay) soient non
e/j”=-1/9 e=—3j/9 nuls. Ainsi, on constate par un argument de valuations que le polynéme P A P’
f=1/27 f=1/27 est i
/ o ymi—1
méme procédé, en échangeant les roles de j2 et de j, on trouve que PAP = H(X )
i=1
g/j* =5/27 g =5j%/27 On en conclut que
h/j=-1/9 h=-3/9 & %
k= 1/27 k=1/27 deg(PAP) =Y (mi—1)=> mi—k=degP —k=[n—F|
i=1 i=1
nent,
. 217 N _é N Qi? N %j N 5]‘2 N ?17 N %jQ, N il N 2% ) /5 2) En déduire tous les polynomes P de C[X] tels que P’ divise P dans C[X].
X—-1 (X-12 (X-1P} X—-j (X—-j? (X—-J)P} X-7 (X—-7?2 (X-7)3 On raisonne par analyse-synthése.
Analyse : soit P un polynome tel que P’ divise P. Cela équivaut a dire que
P A P'= P’ Distinguons quelques cas
/17 Exercice 5 : Polynomes divisibles par leur dérivée premiére

Dans cet exercice, on cherche tous les polynomes P de C[X] tels que P’ divise P
dans C[X].

1) Soit P € C[X] de degré n € N* et k € [1,n]. Montrer que si P a exactement k
racines distinctes dans C, alors P A P’ est de degré n — k.

/8
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e Le polynome nul est trivialement solution du probléme (on rappelle que
0A0=0).

e Un polynéme constant non nul ne sera pas solution, & nouveau de maniére
immeédiate.

e Sin=degP > 1, alors P admet entre 1 et n racines distinctes dans C ce
qui permet d’appliquer le résultat de la question précédente. On en conclut

que P A P est de degré n — k. Or, P’ est de degré n — 1. Cela conduit &
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la condition & = 1. Ainsi, P ne posséde qu’'une seule racine dans C : on
peut donc écrire

P=XX—-a)"
avec A € C* et a € C.

Syntheése : le polynéme nul est solution comme dit plus haut. Vérifions si
P = \X — a)" est solution.

P =(X —a)"!
Ce polynome divise bien P. Ainsi, les solutions sont :
S={0tU{NMX —a)"|X\eC", acC, neN}

ce que 'on peut combiner en :

S=[{AX-a)"|\aecC, neN}

3) Déterminer tous les polynomes P de R[X] tels que P’ divise P dans R[X].
Lucena, éleve en MPSI, vous met en garde : la question 2) ne permet pas de
conclure immédiatement car elle conduit au fait que P = Q1P avec Q1 € C[X]...

Or, on souhaite avoir P = QoP" avec Q2 € R[X], et on ne peut pas poser
/4 Q2 = Q1 a priori...

Analyse : soit P € R[X] un polynome réel tel que P’ divise P dans R[X], i.e.
P = QP avec Q € R[X]. En particulier, @ est un polynéme de C[X] donc P’
divise P dans C[X]. Par ce qui précede, on peut donc écrire que

P=\X—a)"

avec A\, € C et n € N*. Or, P € R[X], donc ses coefficients sont tous réels.
Si A # 0, le coefficient dominant de P est A, qui doit donc étre réel. Enfin, si
A # 0, le coefficient de degré n — 1 de P est —na), qui doit donc étre réel.
Ainsi,

0 =Im(—na)) = —nA\lm«

et on en conclut que Ima = 0. D’ott @ € R. Ainsi, nécessairement P doit étre
de la forme A(X — )" avec A, € R et n € N".

Synthése : on vérifie comme en question précédente que les polynomes de la
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forme ci-dessus sont solutions. Ainsi :

S=[{AX-a)"|\aeR, neN}
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